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摘要 
 
 

本文论述了一种采用数学最优化方法－几何规划（Geometric Programming）进行两级运

算放大器的管子尺寸参数优化的方法。 
我们在设计一个确定结构的模拟电路中，许多设计约束条件和设计目标函数往往都是尺

寸参数（管子尺寸，偏置电流）的一个多项式函数。我们调管子尺寸参数的设计过程，其实

就是在满足所有设计约束的条件下，得到设计目标函数的一个解的过程。通常情况下，通过

手工计算和 SPICE 仿真相结合得到的解是一个局部最优解。而本文介绍了一种采用数学最

优化方法－几何规划（Geometric Programming）来得到设计的全局最优解的方法。 
首先，我们根据运算放大器设计要求（单位增益带宽、相位裕量、输入等效噪声、面积、

功耗等），通过 CMOS 运算放大器设计一般步骤得到所有设计约束条件不等式、约束等式和

目标函数。然后，将所有约束不等式、约束等式和目标函数转换成一个几何规划问题。最后，

采用数学优化求解方法－内点法求得一个全局最优解或者无解的结果。文章最后，我们给出

了设计要求和 SPICE 仿真的比较结果。 
几何规划（Geometric Programming）优化设计方法不只适合于两级运算放大器的设计，

它同样对于任何满足几何规划条件的问题都适合，比如 Cascode 运算放大器、LC 振荡器、

∑∆调谐器、滤波器设计等等工程优化问题。 
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一、引言 
 
大规模数字集成电路的设计过程是一个逻辑综合和自动布局布线的过程，该设计方法已

经非常成熟。然而模拟电路的自动综合和布局布线始终是我们梦寐以求的，EDA 技术发展

到至今，目前还没有一个成熟的模拟电路 CAD 解决方案。在研究领域，许多作者提出了各

种各样的优化算法，企图来解决模拟电路的自动综合技术。这些工作主要包括模拟电路图结

构、电路版图自动生成。本文论述的是一个对于特定结构的两级运算放大器进行管子宽长比

优化的方法。 
我们在设计一个确定结构的模拟电路中，许多设计约束条件和设计目标函数往往都是尺

寸参数（管子尺寸，偏置电流）的一个多项式函数。我们调管子尺寸参数的设计过程，其实

就是在满足所有设计约束的条件下，得到设计目标函数的一个解的过程。通常情况下，通过

手工计算和 SPICE 仿真相结合得到的解是一个局部最优解。而本文介绍了一种采用数学最

优化方法－几何规划（Geometric Programming）来得到设计的全局最优解的方法。 

1. 两级运算放大器 
如图 1 所示，是一个两级 CMOS 运算放大器[1]。它包括一个差分输入级，一个驱动负

载电容 CL共源放大级，和一个稳定跨导偏置电流电路。该运算放大器作为一个子电路广泛

用于模拟 VLSI 中，因此负载电容 CL往往是几个皮法，故省去了输出驱动级。 
CMOS 两级运算放大器具有许多优点：高电压增益，轨到轨输出动态范围，大共模输入

范围，一个密勒补偿电容等等。 
CMOS 两级运算放大器的主要缺点是，第二极点（非主极点）是由负载电容和第二级放

大器输出阻抗的乘积所确定。这就降低了整个运算放大器的带宽。另外一个缺点是运算放大

器存在一个右半平面的零点，该零点是由前馈通路中的补偿电容引起的。值得庆幸的是该极

点可以通过选择适当的补偿电阻 RC来消除（文章第三部分将详细论述）。补偿电阻是采用一

个处于线性区的 NMOS 来实现的，通过调节宽长比和栅源电压来实现对零点的搬移。 
上述 CMOS 两级运算放大器有 30 个设计参数： 
z 所有管子的宽长，Wi，Li，I=1…14; 
z 电阻 RB和补偿电容 CC 

 
图 1、CMOS 两级运算放大器 
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2. 凸优化方法 
凸优化问题[2]是满足下面表达式的一个数学最优化问题。 

Minimize 0 ( )f x  

subject to  ( ) 1,if x ≤  1,..., ,i m=  

T
i ia x b= ， 1,..., ,i p=  

0ix > ， 1,..., ,i n=  

其中 0,..., mf f 是凸函数。另外凸优化问题必须满足三个附加条件： 

z 目标函数是一个凸函数 
z 不等式约束函数都是凸函数 

z 等式约束函数
T

i i ig a x b= − 是仿射的 

凸优化问题理论已经在数学界得到了证明，而其应用在最近几年才得到了蓬勃发展。主

要原因是近十年间，适用于通用凸优化问题求解方法－内点法的开发，使得凸函数求解变得

非常有效。这些算法能够在几秒中之内求解一个具有上千个变量和几千个约束的凸优化问

题。而且其最大的优点是所求得的解是一个全局最优解，并且与初始条件无关。如果凸优化

问题的约束条件给得太严格，算法能够报告出该问题不存在最优解。同时给出各个约束不等

式的松紧程度。 
 根据凸优化问题的定义，我们可以看出不是所有的工程优化问题都能够转换成为凸优化

问题进行求解。本文我们将介绍如何将一个 CMOS 两级运算放大器转换成一个凸优化问题，

并且是一个几何规划问题（文章第二部分将详细论述）。 
 
3. 论文结构 

在第二部分，我们将详细介绍一下凸优化问题中的几何规划问题。在第三部分，我们根

据运算放大器设计要求（单位增益带宽、相位裕量、输入等效噪声、面积、功耗等），通过

CMOS 运算放大器设计一般步骤得到所有设计约束条件不等式、约束等式和目标函数。在

第四部分，将所有约束不等式、约束等式和目标函数转换成一个几何规划问题，并且采用数

学优化求解方法－内点法求得一个全局最优解或者无解的结果。文章最后，我们给出了设计

要求、几何规划优化和 SPICE 仿真的比较结果。 
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二、数学最优化方法－几何规划（Geometric Programming） 

 

假设 1,..., nx x 是 n 个正实变量。我们用 x表示向量 1( ,..., )nx x ，如果一个函数 f 满足下式，

称 f 是向量 x的一个多项式函数， 

1 2
1 1 2

1
( ,..., ) k k nk

t

n k n
k

f x x c x x xα α α

=

= ⋅⋅⋅∑  

其中 0kc ≥ ， nk Rα ∈ 。 kc 必须是一个非负数，而 nkα 可以是任何实数，负数或分数。如果

1t = ,只有一个项，称 f 是向量 x的一个单项式函数。多项式函数是加法、乘法和非负比例

三种操作，而单项式函数是乘法和非负比例两种操作。 
 几何优化[2]是如下形式的一个优化问题： 

minimize  0 ( )f x  

subject to  ( ) 1,if x ≤  1,..., ,i m=  

( ) 1ig x = ， 1,..., ,i p=  

0ix > ， 1,..., ,i n=  

其中 1,..., mf f 是多项式函数， 1,..., mg g 是单项式函数。 

 许多变形的多项式函数也是应用非常广泛的。例如，假定 f 是一个多项式函数， g是

一个单项式函数，那么约束不等式 ( ) ( )f x g x≤ 可以表示为
( ) 1
( )
f x
g x

≤ ，因为
( )
( )
f x
g x

是一个多

项式函数。同样的，如果 1g 和 2g 都是单项式函数，那么约束等式 1 2( ) ( )g x g x= 可以表示

为 1

2

( ) 1
( )

g x
g x

= ，因为 1

2

( )
( )

g x
g x

是一个单项式函数。 

 
1. 凸型几何优化 

一个几何优化问题可以转化称一个凸优化问题：在凸不等式约束和线性等式约束条件下

的凸函数的最小值问题。将几何优化问题转换称一个凸函数问题是我们得到几何优化问题的

全局最优结果的关键。 

定义新的变量 logi iy x= ，对多项式函数 f 进行对数运算得到， 
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1 2( ) log( ( ,..., )) log( )
T
k k

t
a y by y

k
h y f e e e += = ∑  

其中 1[ ,..., ]T
k k nka α α= ， logk kb c= 。显然， h是关于新变量 y的凸函数 

 我们可以将标准的几何优化问题转换称如下所示的凸优化问题，  

minimize  1
0log ( ,..., )nyyf e e  

subject to  1log ( ,..., ) 0,nyy
if e e ≤  1,..., ,i m=  

1log ( ,..., ) 0nyy
ig e e = ， 1,..., ,i p=  

这就是所谓的指数型几何优化问题。我们能够使用有效的内点方法（Interior-point method）
来求解，而且求解有完善的二元性，灵敏度理论依据。 
 
2. 敏感度分析 

如下所示，修改几何优化问题的约束式子的右端， 

minimize  0 ( )f x  

subject to  ( ) ,iuif x e≤  1,..., ,i m=  

( ) iv
ig x e= ，  1,..., ,i p=  

0ix > ， 1,..., ,i n=  

这样我们就能够通过变量 iu ， iv 来加强和放松约束。 

 假设
*

0 ( , )f u v 表示为关于变量 iu ， iv 的目标函数。在敏感度分析中，我们研究
*

0log f 对

变量 iu ， iv 偏微分, 

*log o
i

i

fS
u

∂
=

∂
，

*log o
i

i

fT
v

∂
=

∂
， 0, 0u v= =  

庆幸的是，在使用内点方法进行几何优化问题求解时，优化工具会自动计算敏感度。我们没

有必要去单独计算。实际上，
*

0 ( , )f u v 在 0, 0u v= = 点上的偏微分是优化的二元变量（dual 

variables） * *,vλ 值，即
*

0log f 在 0, 0u v= = 点上的剃度。 

* *
* *log log,o o
i i

i i

f fv
u v

λ ∂ ∂
= − = −

∂ ∂
 

在实际应用中，敏感度是非常有用的。 iS 的值说明了第 i 条约束不等式对目标函数的影响，
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如果 0iS = ，说明第 i 条约束不等式对目标函数无影响。我们希望 0iS ≤ ，因为增大 iu 可以

放松第 i 条约束不等式，从而降低优化的目标值。而 iT 的符号表示可以增大或者减小约束等

式 ( ) iv
ig x e= 的右端值，来增加或者减小优化的目标值。因此，敏感度说明了约束不等式是

否对目标函数有影响，指导我们如何来调整约束来达到好的优化结果。 
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三、两级运算放大器 
 
我们根据运算放大器设计要求（单位增益带宽、相位裕量、输入等效噪声、面积、功耗

等），通过 CMOS 运算放大器设计一般步骤得到所有设计约束条件不等式、等式和目标函数。 
 

1. 直流增益 Adm 
图 1. CMOS 运算放大器存在两级：（1）、差分放大器（M1&M2&M3&M4）；（2）、共源

放大器 (M6&M7) 

第一级增益  ( )1 1 1 1 02 04//m o mA G R g r r= − = − ,   

第二级增益  ( )2 2 2 6 06 07//m o mA G R g r r= − = − ， 

值得注意的是差分放大器（图 2）的增益定义为： 

out
dm

in

vA
v

=  

这里， 1 2in i iv v v= − ，当管子 M1 和 M2 相同，M3 和

M4 相同时，输出开路的增益为： 

1 1 2 2
1

2 4 2 4

( ) i m i m
out

o o o o

v g v gv o
g g g g

= −
+ +

 

1 1 2

2 4

( )m i i

o o

g v v
g g

−
=

+
 

 1 1

1 2 2 4

( )( ) out m
dm

i i o o

v o gA o
v v g g

= =
− +

  

整个运算放大器的增益： 

1 6
1 2

2 4 6 7( )( )
m m

overall
o o o o

g gA A A
g g g g

= ⋅ =
+ +

            （1） 

2. 转换速率 
转换速率（Slew Rate）是大信号输入时，电流

输出的最大驱动能力。 
在该运算放大器中(图 3)，偏置电流 IDS5 通过管

子 M2 或者 M1,M3,M4，对电容 CC进行充电或者放

电。当 vi1>vi2 时，电流 ID5 通过管子 M2 对电容 CC

充电；当 vi1<vi2 时，电流 ID5通过管子 M1 和 M3，
电流镜 M3&M4 使得 M4 对电容 CC放电。另外，偏

置电流 IDS7通过管子M7或者偏置电流 IDS6通过管子

M6，对电容 CC＋CL 进行充电或者放电。运算放大

器的转换率定义为两者中的最小一个。 

图 2、差分放大器 

图 3、转换速率 
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定义转换速率为 SR: 

z 
max 5

max

|
| CCout DS

C C

Idv ISR
dt C C

≡ = =  

根据电荷方程q CV= ， ( )/I dq dt C dV dt= =  

Q  5 12DS DSI I=   ∴ 12 DS

C

ISR
C

=  

从后面推倒的式子（5）单位增益带宽可以得到 1C m uC g ω=  

 ∴ 1 1 1
1

1
11 1

2 2 2

( )2 ( )

DS u DS u DS
u eff u

m
p oxp ox DS

I I ISR VWg W CC I LL

ω ω ω ω
µµ

= = = =  

其中 1
1

1

2

( )
DS

eff GS th

p ox

IV V V WC
L

µ
= − =  

因此，提高两级运算放大器转换速率的一种方法是尽可能增大管子 M1 的有效电压 Veff1。其

实这也是为什么选用 PMOS 管作为输入管的原因之一。 

z 
max 7

max

|
| CCout DS

C C L

Idv ISR
dt C C C

≡ = =
+

 

该个运算放大器的转换率 1 72min{ , }DS DS

C C L

I ISR
C C C

=
+

 

3. 静态功耗 
运算放大器的静态功耗： 

8 9 5 7( )( )static dd ss DS DS DS DSP V V I I I I= − + + +  

静态功耗确定了整个电路的静态电流最大值为（假定静态功耗  ≤ 5mW， 电源电压

3.3V）： 

5 1.5
3.3 0

Static
DC

dd ss

P mwI mA
V V V V

= = ≈
− −

                      （2） 

我们将该电流分配到电路的不同的地方去。例如，100mA 给偏置电路，1400mA 给两级

放大电路。这里完全是根据设计人员的经验来确定，有可能电流的分配并不能使整个电路达

到全局最优。 
 

4. 输入失调电压 

当 1 2 ( ) / 2i i dd ssV V V V= = − 时， 

1 2DS DSI I= ，所以， 3 4DS DSV V= ， 6 3 4GS GS GSV V V= =  
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如果电源电压是 3.3V，输出的动态幅度是 3.3V，直流电压增益是 104 倍，则最大输入电

压幅度是
43.3 / 3.3 /10 0.33totalV A V mV= = ，而如果输入失调电压为 0.5mV。这就意味者

0.5mv 的输入失调电压足以使得 M6 或 M7 进入线性区。 

Q 1 2DS DSI I= ， 6 7DS DSI I= ， 6 3 4GS GS GSV V V= =  

∴ 2
6 6 6

1 ( ) ( )
2DS n ox GS th

WI C V V
L

µ= −  

 2
3 3 3

1 ( ) ( )
2DS n ox GS th

WI C V V
L

µ= −  

故， 3 5
3 4 6 6

6 7

( ) ( ) ( ) ( )
2

DS DS

DS DS

I IW W W W
L L I L I L

= = × = ×
×

 

为了使 M3、M4 和 M6 完全匹配，选择 3 4 6L L L= =  

所以，    5
3 4 6

7

( )
2

DS

DS

IW W W
I

= = ×
×

                               （3） 

M3, M4 和 M6 的尺寸取决于两级放大器之间的电流的分配。 
为了减小负载电容对噪声的贡献，我们也许希望 L3 和 L4 取最小值。然而，为了得到更

高的 6mg ，我们也许希望 L6 保持最小值。这里，我们牺牲一下输入失调电压等待后面单位

增益带宽来进一步考虑。 
 

5. 等效输入噪声 

我们知道每一个晶体管都存在噪声电流源（图 4），其功率谱密度为 
2

2 24 ( )
3DS

f m
i m

ox

K g
S KT g

fWLC
= +  

热噪声 1/f 噪声 
 

 
图 4、NMOS 管噪声电流源

 
图 5、等效输入噪声 
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我们忽略第二级的等效输入噪声，因为第二级的输入噪声要除以第一级的增益。 
如图 5 是输入级的等效输入噪声示意图。 

, 1 3 2 4 2 4( )( )n out n n n n o ov i i i i g g= + + + +  

输出噪声功率谱密度为 

1 2 3 4

2 2 2 2 2 2
, 2 4( )( )

DS DS DS DSn out i i i i o oS S S S S g g= + + + +  

等效输入噪声功率谱密度为 

1 2 3 4

2 2 2 2 2
2 42

, 2 2
1 2 4

( )( )
( )

DS DS DS DSi i i i o o
n in

m o o

S S S S g g
S

g g g
+ + + +

=
+

 

1 2 3 4

2 2 2 2

2
1

DS DS DS DSi i i i

m

S S S S
g

+ + +
=  

2 2 2 2
1 2 3 4 1 2 3 4

1 1 2 2 3 3 4 4
2

1

24 ( )
3

fp fp fn fn
m m m m m m m m

ox ox ox ox

m

K K K K
KT g g g g g g g g

C WL f C W L f C W L f C W L f
g

+ + + + + + +

等效输入噪声功率谱密度
2
,n inS

f
α β= +            (4) 

( 1 2 1 12 ( )m m p ox DS
Wg g C I
L

µ= = ， 3 4 3 32 ( )m m n ox DS
Wg g C I
L

µ= = ， 1 3D DI I=  ) 

其中

2
1
2

1 1 3

2
1fp fn n

ox fp p

K K L
C W L K L

µ
α

µ
 

= +  
 

，
3

11 1

( )16 1
( )3 2 ( )

n

pp ox DS

W
KT L

WWC I LL

µ
β

µµ

 
 
 = +
 
 
 

 

因此，等效输入噪声只是 L1，L3，W1，和 IDS1的函数，假定 L1，L3 都选定最小值。则

它只是 W1 的函数。增加 W1 值，可以降低输入噪声，但同时也会增大寄生电容。 

等效输入噪声功率谱密度要求 2 2
, maxn inS S≤  

在频率范围[f0,f1]下，RMS 噪声电压 Vnoise 是等效输入噪声功率谱密度在该频率范围内

进行积分， 
1

0

2 2 2
, 1 0 1 0 max( ) log( ) ( )

f

noise n inf
V S f df f f f f Vα β= = + − ≤∫  

 
6. 单位增益带宽和相位裕量 

假设运放只有两个极点（图 6）。（实际上，会有两个以上的极点，同时还会在右半平面

或者左半平面的零点）。 
由于密勒补偿电容 Cc的存在，p1 和 p2将会分开得很远（在密勒电容补偿中将详细论述）。

假定
1p

ω <<
2p

ω ，这样在单位增益带宽频率 uω 处第一极点引入 90− °相移，整个相位裕量
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是60°。所以第二极点在单位增益带宽频率处的

相移是 30− °。 

60 ,PM ≥ °  1 90ϕ ≈ °， 

2 1180 30PMϕ ϕ= °− − ≤ °  

2

tan 30u

p

ω
ω

≤ °＝0.577 ⇒  2 1.73p

u

ω
ω

≥  

设定 2p

u

SF
ω
ω

= , 我们知道
1u o pAω ω= ⋅ ，因此，

2

1

p
o

p

SF A
ω
ω

= ×  

另外，主极点
1

2 4 2 4

6 6

6 7 6 7

(1 ) ( )
o o o o

p
m m

C C
o o o o

g g g g
g gC C

g g g g

ω + +
≅ ≅

+
+ +

，开环增益 1 6

2 4 6 7

m m
o

o o o o

g gA
g g g g

= ⋅
+ +

 

1

1 6 2 4 1

62 4 6 7

6 7

( )
m m o o m

u o p
mo o o o C

C
o o

g g g g gA gg g g g CC
g g

ω ω +
= ⋅ = ⋅ ⋅ =

+ +
+

            （5） 

为得到高的单位增益带宽，应该使非主极点 p2 最大化。 

两个极点系统相位裕量 
2

90 u

p

PM arctan ω
ω

= °− ， 

（a） 45PM = °，⇒   
2p uω ω=   

（b） 60PM = °，⇒   
2

1.7p uω ω=  

（c） 75PM = °，⇒   
2

3.2p uω ω=   

（d） 90PM = °，⇒      
2p uω ω= ∞⋅  

我们可以看到单位增益带宽 uω 和第二非主极点

2p
ω 的分离程度取决于相位裕量 PM 的大小。另

外考虑到更高非主极点的存在，我们应该将相位

裕量设计得大一些。 
如图 7 所示得电路中存在至少三个极点（第四个

极点存在 Cc 与 M14 的消除正向零点回路中）： 
 

图 7、主极点、镜像极点和输出极点 

δ

jω

ujω

1p2p
1ϕ2ϕ

S-Plane

图 6、S 平面中的两个极点 
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（1） 镜像极点： 

3

3 4 1 3 1
Mirror

m
p

gs gs db db gd

g
C C C C C

ω =
+ + + +

3

32 2
m T

gs

g
C

ω
≅ ≅  

（2） 补偿电容引入的主极点： 

1

1 2 4

2 2( 1) ( 1)
o o o

p
C C

G g g
A C A C

ω
′ ′

+
= =

+ +
， 

其中密勒电容 6C C gdC C C′ = + 因为 2 CA C ′ 是一个非常大的电容值，因此由于密勒效应该极

点是一个主极点。 
（3） 输出极点： 
该极点主要是由输出电容 CL引起的。参考[3]第 172 页。 

6
2

out

C
m

C po
p

C pTL eq
TL

C p

Cg
C CG
C CC C C
C C

ω

′

′

′

′

+
= =

+ +
+

， 

6m C

TL C TL p C p

g C
C C C C C C

′

′ ′

=
+ +

， 其中M6栅极电容 6 4 2 2 4p gs db db gd gdC C C C C C= + + + + ，

负载 6TL L dbC C C= + ，密勒电容 6C C gdC C C′ = +  

p TLC C<<Q  6
out

m C
p

TL C TL p

g C
C C C C

ω ′

′

∴ ≅
+

，而且 C pC C′ >>Q 6L gdC C>>  6
out

m
p

L

g
C

ω∴ ≅  

与
Mirrorpω 相比，因为 3T gsC C>> ，所以 6 3

32out Mirror

m m
p p

L gs

g g
C C

ω ω= < =  

因此，
outpω 是第二极点。 

第一极点：
1

2 4

2( 1)
o o

p
C

g g
A C

ω +
=

+
，第二极点：

2

6m
p

L

g
C

ω = ，第三极点：
3

3

32 2
m T

p
gs

g
C

ωω ≅ ≅  

 为了使单位增益带宽 uω 最大化，我们应该将第二极点
2

6m
p

L

g
C

ω = 最大。换句话说， 6mg

要最大，则 M6 的宽度 6W 和其电容要增加。根据式子（3）， 3W 和 4W 也会增加，这也就意

味着
3

3

32 2
m T

p
gs

g
C

ωω ≅ ≅ 将减小。因此，提高
2p

ω ，
3p

ω 减小，导致相位裕量减小。 

 根据上面的分析，我们能够知道
2p

ω 会有一个最优值。下面让我们来分析一下
2p

ω 和
3p

ω
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是如何随着设计参数 3DSI ， 6DSI 和 6W 变化的。 

2

6
6 6

m
p DS

L

g W I
C

ω = ∝ ×                        （6） 

3

3 33 3

3 3 32
DSm DS

p
gs

W Ig I
C W W

ω
×

= ∝ =  

3

2

3
3 6

6

p DS

p DS

I WW
I

ω
ω ∝ ，而式子（3） 3

3 6
6

( )DS

DS

IW W
I

= × （消除失调电压） 

∴ 3

2

23 3
6

6 6 6

1p DS DS

p DS DS

I I W
I I W

ω
ω ∝ =  

2

3

2

6
6 6

DS
p DS

p

p

I
W Iω

ω
ω

∝ × =  或者 2 max

2

3

2

p
p

p

p

ω
ω

ω
ω

= （
2 maxpω 只是 6DSI 的函数）  (7） 

根据式子（7），我们可以找到一个最优的 3

2

p

p

ω
ω

，使得运算放大器的带宽最大。 

假定 2 2p

u

ω
ω

= ，则意味者
2p

ω 对相位的贡献是 2

2

arctan 90 arctan 26.5pu

p u

ωω
ω ω

= °− = °  

 
3 1 2

arctan 180 arctan arctanu u u

p p p

PMω ω ω
ω ω ω

= °− − −  

3 1 290 arctan 180 (90 arctan ) (90 arctan )p p p

u u u

PM
ω ω ω
ω ω ω

°− = °− − °− − °−  

 3 1 2arctan 90 arctan arctanp p p

u u u

PM
ω ω ω
ω ω ω

= °+ − −  

       90 60 90 26.5 86.5= °+ °− ° − ° = °  

∴ 3 tan86.5 16.3p

u

ω
ω

= ° = ， 3 3

2 2

8.17p p u

p u p

ω ω ω
ω ω ω

= × =  

3 1 2

2 2

tan(90 arctan arctan )p p p u

p u u p

PM
ω ω ω ω
ω ω ω ω

= °+ − − ×  

2 max 3 3 1 2

22 2

1 1 1

2 tan(90 arctan arctan )2 2

u

p p p p p uu

u u pp u p

K
PM

ω
ω ω ω ω ω ωω

ω ω ωω ω ω

= = = =

× °+ − − ×× × ×
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60PM = °  

 2p

u

ω
ω    3

2

p

p

ω
ω      

2 max

u

p

K ω
ω

=  

  2    8.17       0.175 
 2.5    2.77       0.240 
  3    1.63       0.261 
 3.5    1.14       0.267 
 3.73    1       0.268 

通过这种方式，我们可以找到 2p

u

ω
ω

=3.73, 3

2

p

p

ω
ω

=1 时，使得 uω 最大。因为还存在更高极

点的影响，我们在此选择 2p

u

ω
ω

＝3，则 3

2

p

p

ω
ω

＝1.63。 

 
7. 消除密勒补偿电容 CC前向耦合引入的右半平面（RHP）零点 

密勒电容 CC（图 8）实现了第一极点（主极

点）的补偿。 

第一极点：
1

2 4

2( 1)
o o

p
c

g g
A C

ω +
=

+
 

单位增益带宽
10u pAω ω= ⋅  

NMOS 管 M14 的 VDS=0，不存在直流电流通过该

管子，因此其工作在线性区，相当于一个电阻 RC。 

 14

14 14

1

( )
C ds

n ox eff

R r WC V
L

µ
= =  

该电阻的作用是消除由于密勒电容 CC 引入

的右半平面零点。 
 

图 9 是图 8 频率补偿的小信号模型。为

了分析的需要，首先假设 RC=0，采用节点

电流分析法，可以得到以下两个方程。 
 

1 1 1 1 1
1

1( ) ( ) 0m in out Cg V V sC V V sC
R

+ ⋅ + + − ⋅ =

6 1 2 1
2

1( ) ( ) 0m out out Cg V V sC V V sC
R

+ ⋅ + + − ⋅ =  

图 8、频率补偿 

图 9、零点补偿小信号模型 
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联解上述两个方程可得： 

1 6 1 2
6

2
2 1

(1 )

1

C
m m

out m

in

sCg g R R
V g
V a s a s

−
=

+ +
      （8） 

其中 2 1 2 1 2 1 2( )C Ca R R C C C C C C= + + ， 1 1 1 2 2 6 1 2( ) ( )C C m Ca C C R C C R g R R C= + + + +  

在实际电路中，两个极点是相距很远的，即
2 1p pω ω>> 。 

 则 
1 2 1 1 2

2

( ) (1 )(1 ) 1
p p p p p

s s s sH s
ω ω ω ω ω

= − − = − +  

∴ 主极点
1

1 1 2 2 6 1 2

1 1
( ) ( )p

C C m Ca C C R C C R g R R C
ω −

= − =
+ + + +

 

C2>>C1 ,CC>>C1   
1 1 6 2 2 2

1
[ (1 )] ( )C m CR C C g R C C R

−
=

+ + + +
 

     
1 6 2 1 2

1 1
(1 ) (1 )C m CRC g R RC A
− −

≈ =
+ +

 （密勒电容效应） 

     
6 1 2

1

m Cg R R C
−

≈  

  第二非主极点
2

1

6 6

2 1 2 1 2 1 2

1 m C m
p

p C C

g C g
a C C C C C C C C

ω
ω

− −
= ≈ ≈

⋅ + + +
 

式子（8）中存在一个右半平面零点 6m
z

C

g
C

ω = 。该零点是由于有了通过 Cc 的正馈通路所产

生的。由于右半平面零点将引入负的相位平移（相位裕量减小），使得运放稳定性变差。 
  
 图 10（a）是该运算放大器的传递函数的极点－零点图，它说明了极点和零点从其未补

偿时的位置向补偿后的位置移动的情况[4]。主极点
1p

ω 向低频方向移动，第二极点
2p

ω 向高

频方向移动，而右半平面的零点从无穷向低频移动。图 10(b)为补偿前后的波特幅频特性。

在 ( )H jω 变化到小于 1 前，第二极点不会影响其幅值。 

 对于运算放大器进行的补偿的目的是要移动全部的零点和除主极点外的其他极点，使得

他们远远超过单位增益带宽频率，得到如图 10（c）所示的波特相位特性。 

增大密勒电容 CC ，并不能够起到主极点和零点的分离的作用。相反，减小了主极点和

零点。然而，我们可以考虑引入一个电阻 Rc来消除该右半平面零点。 
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下面我们来分析一下 RC是如何来消除右半平面零点的。同样采用节点电流分析法，可

以得到以下两个方程。 

1 1 1 1 1
1

1 1( ) ( ) 01m in out

C
C

g V V sC V V
R sC

R

+ ⋅ + + − ⋅ =
+

 

6 1 2 1
2

1 1( ) ( ) 01m out out

C
C

g V V sC V V
R sC

R

+ ⋅ + + − ⋅ =
+

 

联解上述两个方程可得： 

6
3 2

3 2 1

{(1 [( ) ]}

1

C
C C

out m

in

Cb s R C
V g
V a s a s a s

− −
=

+ + +
      （9） 

其中 3 1 2 1 2C Ca R R R C C C= ， 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2( ) ( )C C C Ca R R C C C C C C R C RC R C= + + + +  

1 2 2 1 1 6 1 2( ) ( )C C m C C Ca C C R C C R g R R C R C= + + + + + ， 1 6 1 2m mb g g R R=  

图 10、（a）密勒补偿电容 CC引起的根的移动轨迹 
(b)密勒补偿前后波特幅值图 
（c）密勒补偿后波特相位图 
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Q 1 2,CR R R<< ，并且极点分布比较分散。则式子（9）的极点分别近似为 

1
1 6 2 6 2 1

1 1
(1 )p

C m m CRC g R g R RC
ω − −

≈ ≈
+

 （密勒效应，主极点） 

2

6 6

1 2 1 2 1 2

m C m
p

C C

g C g
C C C C C C C C

ω − −
≈ ≈

+ + +
 （负载电容，第二极点） 

3
1

1
p

CR C
ω −

=        （正馈通路，第三极点） 

零点

6

1
1( )

z

C C
m

C R
g

ω =
−

    （正馈通路，零点） 

电阻 RC可以单独控制零点的位置，主要有一下几种方法。 

I、 消除零点，RC必须等于
6

1
mg

。 

II、 把零点从右半平面移动左半平面，并且落在第二极点 2pω 上。这样，输出负载电容

引起的极点就去除掉了。这样做必须满足条件： 

1 2z pω ω=   →     6

1 2

6

1
1( )

m

C C
m

g
C CC R

g

−
=

+−
 

得到电阻值为 

1 2

6

1 (1 )C
m C

C CR
g C

+
= +        (10) 

方法 II 上述的成立必须再满足， 

1 1 6 2 1
3 1

6 2 1 6 2 1

(0)| | | | (0) | | v m m m
p u v p

m C m C C

A g R g R gA
g R RC g R RC C

ω ω ω> = ⋅ = = =  

1

1

1 m

C C

g
R C C

>         （11） 

将式子（10）代入是式子（11）得， 

2 2
6 1 1 2 1 1 1 1 1 1 2m C m m C m mg C g C C g C C g C g C C> + + >  

0.51 1 2

6

[ ]m
C

m

g C CC
g

>  

III、 把零点从右半平面移动左半平面，并且使其略微大于单位增益带宽频率 uω 。比如，
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超过 20％。 

1.2z uω ω>  

Q 
6

1
C

m

R
g

>>   →   
1

z
C CR C

ω −
≈ ， 并且 1m

u
C

g
C

ω −
≈  

∴     
1

1
1.2C

m

R
g

≈  

  
8. 独立于工艺和温度的零点补偿 

根据上述消除零点补偿的分析，我们已经得到了单位增益带宽，第二极点和零点的值分

别是： 

1m
u

C

g
C

ω = ，
2

6

1 2

m
p

g
C C

ω =
+

和

6

1
1( )

z

C C
m

C R
g

ω =
−

 

可以知道 uω 与输入管子 M1 的跨导 1mg 成正比，
2p

ω 与驱动管子 M6 的跨导 6mg 成正比。而

跨导之比 gm6/gm1 对于不同的工艺和温度是相对不变的，只取决于同样的偏置网络。我们只

要使得 RC与 1/gm6 成线性比例关系，这样零点 zω 与单位增益带宽 uω 和第二极点 2pω 的比值

是与工艺和温度无关的。问题在于如何做到 RC与 1/gm6 成线性比例关系，且与工艺和温度无

关。在实际电路中 RC是由一个处在线性区的 NMOS 管 M14 实现的，也就是需要它的有效

栅源电压（Veff14）与 M6 的有效栅源电压（Veff6）成线性比例关系。 

14

14 14

1

( )
C ds

n ox eff

R r WC V
L

µ
= =  

而，       6 6 6( )m n ox eff
Wg C V
L

µ=  

因此， 
6 6

6

14 14

( )

( )

eff

C m

eff

W V
LR g W V
L

=    （12） 

只要 6

14

eff

eff

V
V

是与工艺和温度无关的，就能够保

证 6C mR g 与工艺和温度无关。这就要使得管子

M14 与管子 M6 具有相同的 VGS电压值。 
 下面分析一下图 11 电路是如何保证管子

M14 与管子 M6 具有相同的 VGS电压值的。 
 首先，有必要使得节点电压 Va=Vb，如何才

能呢？这样要使得 Veff13=Veff6， 
图 11、Va=Vb 的偏置电路 
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6 13

6 13

2 2

( ) ( )
DS DS

n ox n ox

I I
W WC C
L L

µ µ
=  

6
6

13
13

( )

( )
DS

DS

W
I L

WI
L

= ，而电流 IDS6＝IDS7，IDS13＝IDS9，管子 M7 与 M9 是电流镜 

有   
7

7

9
9

( )

( )
DS

DS

W
I L

WI
L

= ，→  
6 7

13 9

( ) ( )

( ) ( )

W W
L L
W W
L L

=            （13） 

管子 M6，M7，M9 和 M13 的宽长能够保证关系式（13），这样 Veff13=Veff6 就能够得到保证。

也即 Va=Vb。管子 M14 与 M11 的栅级连接在一起，因此 VGS14=VGS11→  Veff14=Veff11。 

Q 13 11DS DSI I=    ∴

13

13 11
6 13

14 11 11
13

11

2

( ) ( )

2 ( )
( )

DS

n ox
eff eff

eff eff DS

n ox

I
W WCV V L L

WV V I
LWC

L

µ

µ

= = =     （14） 

将式子（14）代人式子（12）得， 

6 11

6

14 13

( ) ( )

( ) ( )
C m

W W
L LR g W W
L L

=  

6C mR g 只与管子得宽长比有关，而与工艺和温度无关。 

 
 

9. 偏置电路 
两级运算放大器的偏置电路如图 12 所示。管子 M8 与 M9

构成了一个电流镜，几何尺寸
8 9

W W
L L

   =   
   

使得两边的电流

相等， 8 9DS DSI I= 。 

管子 M12 和Ｍ13，电阻 RB满足关系式： 

12 12 13GS DS B GSV I R V+ ⋅ =  

又有 eff GS thV V V= − ，假定 12 13th thV V≈  
图 12、偏置电路 



博士生学位专业课程—VLSI 设计方法  作者：唐长文 

 20

得到   12 12 13eff DS B effV I R V+ ⋅ =  

12 13
12

12 13

2 2

( ) ( )
DS DS

DS B

n ox n ox

I II RW WC C
L L

µ µ
+ ⋅ =  

Q 12 8 9 13DS DS DS DSI I I I= = =  

∴ 13 13
13

12 13

2 2

( ) ( )
DS DS

DS B

n ox n ox

I II RW WC C
L L

µ µ
+ ⋅ =  

13 12

13 13 13

2[1 ( ) ( ) ]
2 ( )m n ox DS

B

W W
W L Lg C I
L R

µ
−

= =  

可以看出管子 M13 的跨导只与 M13 和 M12 的尺寸比，和电阻 RB有关系，与工艺及温度无

关。一般情况下，取 12 13( ) 4( )W W
L L

= ，则 13
1

m
B

g
R

= 。 

 
10. 偏置条件 

vi1,vi2 输入端的共模输入电压为 Vcm。共模输入动态范围 ,min ,maxcm cm cmV V V≤ ≤ 。同样

输出动态范围 ,min ,maxout out outV V V≤ ≤ 。偏置条件要求在上述的共模输入动态范围和输出动态

范围之内，每一个 MOS 管（除了 M14）必须工作在饱和区。 
 

z 管子 M1 
M1 在饱和区的条件是 VDS1≤VGS1-VTP，即 VD1≤VG1-VTP。而 M3 的栅电压与漏电压相等，等

于 VD1。 

1
1 4 3

3

2

( )
DS

D G G TN SS

n ox

IV V V V VWC
L

µ
= = = + +  

因此，M1 饱和的条件是 

1
,min

3

2

( )
DS

cm TP TN SS

n ox

I V V V VWC
L

µ
≤ − − −  

其中 Vcm,min 是使得 M1 保持在饱和区的最小共模输入电压。 
z 管子 M2 
系统失调电压要求 M1 和 M2 的漏极电压相等，因此 M2 饱和的要求与 M1 相同。 
z 管子 M3 
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管子 M3 连接成二极管，Vgd3=0，因此 M3 始终是处在饱和区。 
z 管子 M4 
系统失调电压要求 M3 和 M4 的漏极电压相等，因此 M4 饱和的要求与 M3 相同，也始终是

处在饱和区。 
z 管子 M5 
M5 在饱和区的条件是 VDS5≤VGS5-VTP，即 VD5≤VG5-VTP。而 M5 的漏电压与 M1 和 M2 的源

电压相等，等于 VS1。 

1
5 2 1

1

2

( )
DS

D S S cm TP

p ox

IV V V V V WC
L

µ
= = = − +  

M5 的栅极电压  5
5

5

2

( )
DS

G DD TP

p ox

IV V V WC
L

µ
= + −  

因此，M5 饱和的条件是 

1 5
,max

1 5

2 2

( ) ( )
DS DS

DD cm TP

p ox p ox

I I V V VW WC C
L L

µ µ
+ ≤ − +  

其中 Vcm,max 是使得 M5 保持在饱和区的最大共模输入电压。 
z 管子 M6 
M6 在饱和区的条件是 VDS6≥VGS6-VTN，即 VD6≥VG6-VTN。而 M6 的栅极电压取决与 M6 的宽

长比和其漏源电流， 

6
6

6

2

( )
DS

G TN SS

n ox

IV V VWC
L

µ
= + +  

输出的最小电压 Vout,min 是使得 M6 保持在饱和区的最小电压。 
因此，M6 饱和的条件是 

6
,min

6

2

( )
DS

out SS

n ox

I V VWC
L

µ
≤ −  

z 管子 M7 
M7 在饱和区的条件是 VDS7≤VGS7-VTP，即 VD7≤VG7-VTP。而 M7 的栅极电压取决与 M7 的宽

长比和其漏源电流， 

7
7

7

2

( )
DS

G TP DD

p ox

IV V VWC
L

µ
= − + +  

输出的最小电压 Vout,min 是使得 M7 保持在饱和区的最小电压。 
因此，M7 饱和的条件是 
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7
,max

7

2

( )
DS

DD out

p ox

I V VWC
L

µ
≤ −  

z 管子 M8 
管子 M8 连接成二极管，Vgd8=0，因此 M8 始终是处在饱和区。 
z 管子 M9 
M9 在饱和区的条件是 VDS9≤VGS9-VTP，即 VD9≤VG9-VTP。电源镜要求 M8 和 M9 的电流相等，

因此 M4 饱和的要求与 M3 相同，也始终是处在饱和区。 
z 管子 M11 
管子 M11 连接成二极管，Vgd11=0，因此 M11 始终是处在饱和区。 
z 管子 M13 
管子 M13 连接成二极管，Vgd13=0，因此 M13 始终是处在饱和区。 
z 所有管子的 Veff必须大于一个最低有效电压 Voverdrive,min。这样确保 MOS 管远离亚阈值

区，提高管子之间的匹配性。 

,min
2

( )
DS

GS T overdrive

ox

IV V VWC
L

µ
− = ≥  

 
11. 共模抑制比（CMRR） 
参考[3] 154－156 页，共模抑制比表示为， 

1 5 3 1 3 1 5 3 1 3(1 2 ) ( // ) 2 ( // )m ds m ds ds m ds m ds dsCMRR g r g r r g r g r r= + ≈  

1 3
1 3

2
1 3 5 5

( ) ( )2 4
( ) ( )

n p
m m ox

ds ds ds n p p DS

W W
g g C L L

g g g I

µ µ

λ λ λ
= =

+ +
 

 
12. 电源抑制比（PSRR） 
z 负电源抑制比 
负电源抑制比表示为 

1

1 6

2 4 6 2

1
( ) (1 )(1 )

m m

ds ds ds p p

g gnPSRR
g g g s sω ω

= ⋅
+ + +

 

低频段，负电源抑制比 

1 6
1 6

2 4 6 1 6

( ) ( )
(0)

( ) ( )

n p
m m ox

ds ds ds n p n DS DS

W W
g g C L LnPSRR

g g g I I

µ µ

λ λ λ
= =

+ +
 

高频段，单位增益带宽频率点负电源抑制比 

1

2

2 2

2 2
2

(0)

(1 )(1 )u u

p p

nPSRRnPSRR a
ω ω
ω ω

= ≥
+ +
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z 正电源抑制比 
低频段，正电源抑制比为 

1 3 6

2 4 3 7 6 5

2
( )(2 )

m m m

ds ds m ds m ds

g g gpPSRR
g g g g g g

=
+ −

 

 
13. 管子尺寸限制 
根据工艺和版图设计规则的要求，所有 MOS 管的宽度和长度必须满足： 

min maxiL L L≤ ≤ ， min maxiW W W≤ ≤   1,...,14.i =  

14. 面积限制 
整个运算放大器芯片面积 A 可以近似表示为所有管子面积和电容面积之和： 

14

0 1 2
1

C i i
i

A C W Lα α α
=

= + + ∑  

0α 表示一个固定面积； 1α 表示为单位电容的面积大小； 2α 表示为一个比例系数，它是

考虑到漏源区和连线的面积。 
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四、设计优化 
 
 
为了处理方便，同时又不影响最终结果，我们将偏置电路简化为一个电流源。简化后的

CMOS 两级运算放大器如图 13 所示。 

上述简化的 CMOS 两级运算放大器有 19 个设计参数： 
z 所有管子的宽长，Wi，Li，I=1…8; 
z 电阻 RC和补偿电容 CC 
z 偏置电流 Ibias 
 

1. CMOS 两级运算放大器设计指标 
z 管子长度   ≥ Lmin 
z 管子宽度   ≥ Wmin 
z 面积    ≤ Amax 
z 负载电容   = CL 
z 共模输入电压  固定在（VDD + VSS）/2 
z 输出动态范围  [0.1(VDD-VSS), 0.9(VDD-VSS)] 
z 静态功耗   ≤ Pmax 
z 开环直流增益  ≥ Avmin 
z 单位增益带宽  ≥ fmin 
z 相位裕量   ≥ PMmin 
z 转换速率   ≥ SRmin 
z 共模抑制比   ≥ CMRRmin 
z 电源抑制比   ≥ PSRRmin 
z 等效输入噪声  ≤ Smax @1KHz  
 
 

 
图 13、简化的 CMOS 两级运算放大器 
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2. 设计优化问题 
上述设计指标中的任何一个指标都可以作为目标函数。考虑到在通常情况下，任何一个

设计我们都希望芯片面积越小越好。不失一般性，我们将芯片面积作为优化的目标函数，其

他所有指标作为约束条件。 
z 目标函数 

面积目标函数 
14

0 1 2
1

C i i
i

A C W Lα α α
=

= + + ∑  

z 约束不等式 
（1）、 增益不等式： 

1 6 1 6
min2

2 4 6 7 1 6 1 6

2(0)
( )( ) ( )

m m ox
v n p V

o o o o n p DS DS

g g C WWA A
g g g g L L I I

µ µ
λ λ

= = ≥
+ + +

 

（2）、 单位增益带宽 

1
1

11
min

2 p ox DS
m

u V
C C

WC I
Lg A

C C

µ
ω = = ≥  

（3）、 转换速率不等式： 1 7
min min

2 ,DS DS

C C L

I ISR SR
C C C

≤ ≤
+

， 

（4）、 静态功耗不等式： 8 5 7 ,max( )( )dd ss DS DS DS staticV V I I I P− + + ≤  

（5）、 等效输入噪声密度谱不等式：
2 2
, maxn inS S

f
α β= + ≤  

其中

2
1
2

1 1 3

2
1fp fn n

ox fp p

K K L
C W L K L

µ
α

µ
 

= +  
 

，

3

3

11
1

11

16 1
3 2

n

pp ox DS

W
LKT
WWC I LL

µ
β

µµ

 
 
 = +
 
  
 

 

（6）、 相位不等式：  

1 2 3 4

min180 arctan arctan arctan arctan arctanu u u u u

p p p p z

PM PMω ω ω ω ω
ω ω ω ω ω

= °− − − − + ≥  

2 4

min
3

180 90 arctan( ) arctan( ) arctan( ) arctan( )u u u u

p p p z

PM PMω ω ω ω
ω ω ω ω

°= − °− − − + ≥  

为了便于处理，我们暂时只考虑消除零点（无穷远处）情况， zω = ∞ ，并且采用

arctan( ) , 25 )x x x≈ ≤ °（ 近似得， 

2 3 4

min90 2 ( ) ( ) ( )
360

u u u

p p p

PM ω ω ωπ
ω ω ω

°−
× ≥ + +

°
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主极点等式：
1

2 2
1 6 6 1

6

( )
(0) (0) 2

n pu m DS DS
p

v v C C n ox

g L I I
A A C WC C

λ λωω
µ

+
= = = ⋅  

第二极点等式：
2

6

1 1

m C
p

C TL C TL

g C
C C C C C C

ω =
+ +

 

其中 C1 是 M6 栅极上的所有电容 

1 6 2 4 2 4gs db db gd gdC C C C C C= + + + +  

2 2 4 4
6 6 6 2 41 1

2 2

(2 ) (2 )2
3 (1 ) (1 )

j d jdw d j d jdw d
ox D ox ox D ox D

DD TN TN

o o

C L W C L W C L W C L W
W L C W L C C W L C W L

V V V V V
ϕ ϕ

+ + + +
= + + + + +

− −∆ +∆
+ +

 

CTL是输出端上的所有电容 

6 7 6 7TL L db db gd gdC C C C C C= + + + +  

6 6 7 7
6 71 1

2 2

(2 ) (2 )

(1 ) (1 )
2 2

j d jdw d j d jdw d
L ox D ox D

DD SS DD SS

o o

C L W C L W C L W C L W
C C W L C W L

V V V V
ϕ ϕ

+ + + +
= + + + +

− −
+ +

 

2

1

1 1 1
2

6 6

1 1

( )
m

u C m C TL TL

m Cp m C

C TL C TL

g
C g C C C C C
g C g C

C C C C C C

ω
ω

+ +
= = ⋅

+ +

 

第三极点等式：
3

3

2

m
p

g
C

ω =  

其中 C2 是 M3 栅极上的所有电容 

2 3 4 1 3 1gs gs db db gdC C C C C C= + + + +  

1 1 3 3
3 3 3 4 4 4 11 1

2 2

(2 ) (2 )2 2
3 3 (1 ) (1 )

j d jdw d j d jdw d
ox D ox ox D ox ox D

DD TN TN

o o

C LW C L W C LW C L W
WLC WL C WLC WL C C WL

V V V V V
ϕ ϕ

+ + + +
= + + + + + +

− −∆ +∆
+ +

3

1

1 2

3 3

2

m

u C m

mp m C

g
C g C
g g C
C

ω
ω

= = ⋅  

第四极点等式：
4

2
13 611 14

6 2
1 1 13 11 14 6

21 n ox
p DS

C

C W LL WI
R C C L W L W

µ
ω = =  
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零点等式：
6 6

6

6 11 6 11
6

14 13 14 13

2 ( )1
1( ) ( ) ( ) ( ) ( )

(1 ) (1 )
( ) ( ) ( ) ( )

n ox DS
m

z

C C
m

C C

WC Ig L
W W W WC R

g L L L LC CW W W W
L L L L

µ
ω = = =

−
− −

 

其中
6 11

6

14 13

( ) ( )

( ) ( )
C m

W W
L LR g W W
L L

=  

 
（7）、 MOS 管偏置条件不等式： 

1
,min

3

2

( )
DS

cm TP TN SS

n ox

I V V V VWC
L

µ
≤ − − − ， 

1 5
,max

1 5

2 2

( ) ( )
DS DS

DD cm TP

p ox p ox

I I V V VW WC C
L L

µ µ
+ ≤ − +  

6
,min

6

2

( )
DS

out SS

n ox

I V VWC
L

µ
≤ −        

7
,max

7

2

( )
DS

DD out

p ox

I V VWC
L

µ
≤ −  

,min
2 DSi

GS T overdrive
i

ox
i

IV V VWC
L

µ
− = ≥ ， 1,...,8.i =  

（8）、 共模抑制比不等式： 

1 3
1 3

min2
1 3 5 5

( ) ( )2 2
( ) ( )

n p
m m ox

o o ds n p p DS

W W
g g C L LCMRR CMRR

g g g I

µ µ

λ λ λ
= = ≥

+ +
 

（9）、 负电源抑制比： 

1 6
1 6

2 4 6 1 6

( ) ( )
(0) min

( ) ( )

n p
m m ox

ds ds ds n p n DS DS

W W
g g C L LnPSRR nPSRR

g g g I I

µ µ

λ λ λ
= = ≥

+ +
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（10）、 正电源抑制比： 

1 3 6
min

2 4 3 7 6 5

2
( )(2 )

m m m

ds ds m ds m ds

g g gpPSRR pPSRR
g g g g g g

= ≥
+ −

 

（11）、管子尺寸限制不等式： 

min maxiL L L≤ ≤ ， min maxiW W W≤ ≤   1,...,8.i =  

z 约束等式 

（1）、 失调匹配： 1 2L L= ， 1 2W W= ， 3 4 6L L L= = ， 5
3 4 6

7

( )
2

DS

DS

IW W W
I

= = ×
×

 

（2）、 电流镜等式： 5 7 8L L L= = ， 5 5 5

8 8 8

DS

DS

I W L
I W L

= ， 7 7 7

8 8 8

DS

DS

I W L
I W L

=  

（3）、 电路结构隐含等式：0.5IDS5= IDS1= IDS2= IDS3= IDS4，IDS6= IDS7， 
 
上述的目标函数、约束不等式、约束等式的格式不符合 MOSEK[9]优化程序的格式，详细的

格式见附录三。 
 
3. MOSEK 程序优化和 SPICE 仿真结果 

CMOS 两级运算放大器的两个设计实例如表格 1。实例一为针对面积目标函数的最小优

化；实例二为针对单位增益带宽目标函数的最大优化。在 Windows2000 环境下，采用

MOSEK[9]程序求解这两个优化问题，优化时间都不到 1 秒。MOSEK 程序优化得到的结果

如表格 2 所示。所得的管子尺寸采用 CMOS 0.8µm LEVEL1 模型，在 HSPICE 软件下进行仿

真，性能结果如表格 3 所示。 
 

表格一、CMOS 两级运算放大器的设计实例 
设计指标 设计实例一(面积优化) 设计实例二（带宽优化） 

管子长度 ≥ 0.8 µm ≥ 0.8 µm 
管子宽度 ≥ 2 µm ≥ 0.2 µm 
面积 Minimize ≤20000 µm2 
负载电容 = 3 pF = 3 pF 
共模输入电压 固定在（VDD + VSS）/2 固定在（VDD + VSS）/2 
输出动态范围 [0.1(VDD-VSS), 0.9(VDD-VSS)] [0.1(VDD-VSS), 0.9(VDD-VSS)] 
静态功耗 ≤ 2mW ≤ 2mW 
开环直流增益 ≥ 80 dB ≥ 80 dB 
单位增益带宽 ≥ 40MHz Maximize 
相位裕量 ≥ 60 degree ≥ 60 degree 
转换速率 ≥ 30 V/us ≥ 30 V/us 
共模抑制比 ≥ 60dB ≥ 60dB 
负电源抑制比 ≥ 80dB ≥ 80dB 
等效输入噪声 

≤ 300 nV/ HZ @1KHz ≤ 300 nV/ HZ @1KHz 
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表格二、CMOS 两级运算放大器优化结果 
参数 实例一 实例二 参数（有效值） 实例一 实例二 

W1=W2 148.67 µm 184.35µm L1=L2 0.8µm 0.80µm 
W3=W4 54.80µm 77.32µm L3=L4 1.13µm 0.90µm 
W5 24.62µm 41.97µm L5 0.8µm 1.10µm 
W6 211.80µm 250.47µm L6 1.13µm 0.90µm 
W7 47.58µm 67.98µm L7 0.8µm 1.10µm 
W8=W9 2.0µm 2.00µm L8=L9 0.8µm 1.10µm 
W10=W11 6.91µm 6.54µm L10=L11 0.8µm 0.8µm 
W12 27.64µm 26.15µm L12 0.8µm 0.8µm 
W13 6.91µm 6.54µm L13 0.8µm 0.8µm 
W14 164.37µm 222.18µm L14 0.8µm 0.8µm 
RB 6.7k 8.4k CC 3.524pf 3.937pf 

 
表格三、CMOS 两级运算放大器的 HSPICE 仿真结果 

实例一 (面积优化) 实例二（带宽优化） 设计指标 

要求 MOSEK 敏感度 HSPICE 要求 MOSEK 敏感度 HSPICE

面积 Minimize 8799 ------ 8799 20000µm2 10477 0 10477
静态功耗 ≤ 2mW 2 -1.773 2.07 ≤ 2mW 2 -1.000 2.09
开环直流增益 ≥ 80 dB 86.9 0 89.9 ≥ 80 dB 88.8 0 91.7
单位增益带宽 Maximize 40 -0.923 36.4 Maximize 42.3 ------ 39.3
相位裕量 ≥ 60 degree 60 -2.708 59 ≥ 60 degree 60 -1.206 61
转换速率 ≥ 30 V/us 30 -0.923 34.6 ≥ 30 V/us 30 -0.383 35.8
共模抑制比 ≥ 60dB 90.4 0 94.5 ≥ 60dB 92.4 0 96.3
负电源抑制比 ≥ 80dB 96.4 0 99.3 ≥ 80dB 98.4 0 101
等效输入噪声 ≤ 300nV/ HZ 300 -1.376 283 ≤ 300 nV/ HZ 300 -0.422 282

 实例一的结果是针对面积最小的一个全局最优解；实例二的结果是针对单位增益带宽最

大的一个全局最优解。两个实例的 HSPICE 仿真结果与 MOSEK 优化结果非常接近，并且两

者都满足了设计的指标要求。 
 
4. 敏感度分析 

在论文的第二部分，我们已经给出了敏感度的理论分析。这里，我们解释一下在实际应

用中敏感度的实际意义和作用。 
在实例二（单位增益带宽优化）中，静态功耗、相位裕量、转换速率和等效输入噪声四

个主要约束的敏感度为非零。这说明这四个约束条件的加强或者放松对于目标函数－单位增

益带宽的影响是显著的。例如，实例二中的静态功耗的敏感度是-1.000，如果静态功耗增加

1％，则单位增益带宽增加 1％；等效输入噪声的敏感度是-0.422，如果等效输入噪声增加 1
％，则单位增益带宽增加 0.422%。 

敏感度表明了该约束对于目标函数的影响程度。敏感度为零的约束表明该约束的加强和

放松对目标函数无影响。根据敏感度的大小可以将约束条件按照重要性进行排列。实例一按

照对芯片面积的重要性的排列是：相位裕度（-2.708），静态功耗(-1.773)，等效输入噪声

(-1.376)，单位增益带宽(-0.923)，转换速率(-0.923)。实例二按照对单位增益带宽的重要性的

排列是：相位裕度（-1.206），静态功耗(-1.000)，等效输入噪声(-0.422)，转换速率(-0.383)。 
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五、结论 

 
本文论述了一种采用数学最优化方法－几何规划（Geometric Programming）进行两级运

算放大器的管子尺寸参数优化的方法。 
首先，我们根据运算放大器设计要求（单位增益带宽、相位裕量、输入等效噪声、面积、

功耗等），通过 CMOS 运算放大器设计一般步骤得到所有设计约束条件不等式和目标函数。

然后，将所有约束不等式和目标函数转换成一个几何规划问题。最后，采用数学优化求解方

法－内点法求得一个全局最优解或者无解的结果。全局最优解通过 HSPICE 进行仿真验证，

MOSEK优化与HSPICE仿真比较结果表明该几何优化方法对于求解CMOS运算放大器设计

非常有效。 
几何规划（Geometric Programming）优化设计方法不只适合于两级运算放大器的设计，

它同样对于任何满足几何规划条件的问题都适合，比如 Cascode 运算放大器、LC 振荡器、

∑∆调制器、滤波器设计等等工程优化问题。采用该优化方法的关键在于如何将一个工程

的优化问题转换成一个几何规划问题，特别是如何将一些非多项式不等式转换（或者近似）

成多项式不等式。 
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附一、相位裕量和幅频响应基本知识： 

下面我们介绍如何推导出相位裕量和幅频响应的三角函数。 

例如：传递函数
1( )

1
A s s

p

=
+

 

首先，用 jω代替 s ,     2

2

1 1
1 1( )

1 1 1 1

j j
p pA j j j j

p p p p

ω ω

ω ω ω ω ω

− −
= = ⋅ =

+ + − +
 

所以，幅频响应函数 

2

2

2 2

2 2

1
1( )

1 1

p
A j

p p

ω

ω
ω ω

+
= =

+ +

 

   相频响应函数 ( )A j actan
p
ωω< = ，    
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附二、MOSFET 模型 

这里，我们简单描述一下在几何优化问题中涉及到得 MOSFET 的大信号和小信号模型。我

们将 LEVEL ONE 模型进行一些近似，使其适合于几何优化问题。 

 

图 14、MOS 管符号 

z 大信号模型 
在 CMOS 模拟电路中，绝大多数情况下 MOS 管是工作在饱和区。 
对于 NMOS 管工作在饱和区的条件是 

DS GS TNV V V≥ −  

当 NMOS 处在饱和区时，其漏源电流 IDS为： 

21 ( ) (1 )
2DS n ox GS TN n DS

WI C V V V
L

µ λ= − +  

其中 L，W 分别是 NMOS 的长和宽， nµ 是电子迁移率， oxC 是单位面积上氧化层电容，

TNV 为 NMOS 管阈值电压值，λ沟道长度调制系数。 

由于几何优化问题中多项式函数的要求，我们忽略沟道长度调整效应。漏源 IDS电流简

化为： 

21 ( )
2DS n ox GS TN

WI C V V
L

µ= −  

同样，对于 PMOS 管工作在饱和区的条件是 

DS GS TPV V V≤ −  

当 PMOS 处在饱和区时，其漏源电流 IDS为： 

21 ( ) (1 )
2DS p ox GS TP p DS

WI C V V V
L

µ λ= − − −  

其中 L，W 分别是 PMOS 的长和宽， pµ 是空穴迁移率， oxC 是单位面积上氧化层电容，

TPV 为 NMOS 管阈值电压值， pλ 沟道长度调制系数。 

由于几何优化问题中多项式函数的要求，我们忽略沟道长度调整效应。漏源 IDS电流简

化为： 

21 ( )
2DS p ox GS TP

WI C V V
L

µ= − −  
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z 小信号模型 
如图 15 所示，为工作在饱和区的 MOS 管的小信号模型。 

 

图 15、MOSFET 小信号模型 

忽略沟道长度调制效应，跨导 mg ， 

02DS
m ox

GS

I Wg C
V L

µ∂
= =
∂

 

输出导纳 og ， 

DS
o DS

DS

Ig I
V

λ∂
= =
∂

 

 
栅极电容是栅氧化层电容与交迭电容之和： 

2
3gs ox D oxC WLC WL C= +  

其中 LD是横行扩散长度。 
 
源到衬底的结电容： 

0
1
2(1 )

sb
sb

SB

o

CC
V
ϕ

=
+

 

其中 0 (2 )sb j s jsw sC C LW C L W= + + , 0ϕ 为结内建势， sL 源扩散长度。 

 
漏到衬底的结电容： 

0
1
2(1 )

db
db

DB

o

CC
V
ϕ

=
+

 

其中 0 0(2 )db j d jdw d sbC C L W C L W C= + + = , 0ϕ 为结内建势， dL = sL 源扩散长度。 
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栅到漏底交迭电容： 

gd ox DC C WL=  

因为 SBV ， DBV 是一个与设计变量相独立的，因此 sbC ， dbC 不是一个多项式。 

在我们设计的运算放大器中，有关系的管子共有六个，分别是 M1，M2，M3，M4，M6，

M7。它们的 SBV =0，因此 0sb sbC C= 是一个多项式。而 DBV 的值必须给定一个估计值。M1，

M2，M3 ，M4 四个 MOS 管的漏极电压是 6 , ( 200 )G TN SS oV V V V V mV= + + ∆ ∆ ≈ ，M6；

M7 的漏极电压是运算放大器的输出电压，静态输出电压是电源电压的中间值
1 ( )
2 dd ssV V− 。

所以它们的漏－衬底电容分别是： 

0,1
1 2 1

2(1 )

db
db db

DD TN SS

o

C
C C

V V V V
ϕ

= =
− −∆ −

+
 0,3

3 4 1
2(1 )

db
db db

TN

o

C
C C

V V
ϕ

= =
+ ∆

+
 

0,6
6 1

2(1 )
2

db
db

DD SS

o

C
C

V V
ϕ

=
−

+
 0,7

7 1
2(1 )

2

db
db

DD SS

o

C
C

V V
ϕ

=
−

+
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附三、MOSEK 格式的几何优化 
1、 变量定义： 

1 3 5 7 8, , , ,W W W W W ， 1 3 5 7 8, , , ,L L L L L ，IDS8,CC 

2、目标函数  

（0） Minimize  1 1
0 1 2 1 1 3 3 5 5 3 5 7 3 5 7 7 7 8 8(2 2 2 )CC WL WL WL WW WLLL WL WLα α α − −+ + + + + + +  

3、约束不等式 
subject to 

增益约束：  （1）

min
220

0.5 0.5 1 0.5 0.5 1
1 3 5 8 1 3 5 8 8

10 ( )
1

4

VA

n p
DS

ox n p

W W WW L L L L I
C

λ λ
µ µ

− − − −⋅ +
≤    

单位增益带宽约束（2） 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5min
1 5 8 1 5 8 8

2 1DS C
p ox

f W W W L L L I C
C

π
µ

− − − − ≤  

相位裕量约束 （3） 1
min

1

2 DS

C

ISR
C C

≤
+

， 1 6 2 4 2 4gs db db gd gdC C C C C C= + + + +  

1 1 1 2 2 1 1 1 2 2 1 1 1
min 5 8 5 8 8 min 3 5 7 8 3 5 7 8 8 min 3 5 7 8 5 7 8 8

1 1 1
min 1 5 8 5 8 8 min1

2

4 2
3

(1 ) (1

DS C ox DS D ox DS

jp d jdwp jn d jdwn
ox D DS

DD TN TN

o

SR W W L L I C C SR WW WW L L L L I L C SR WW WW L L L I

C L C C L C
SR C L WW W L L I SR

V V V V
ϕ

− − − − − − − − − − −

− − −

+ +

 
 + + + + +
 − −∆

+ + 
 

1 1 1
3 5 8 5 8 81

2

1 1 1
min 5 8 5 8 81 1

2 2

)

2 2
( ) 1
(1 ) (1 )

ox D DS

o

jdwp d jdwn d
DS

DD TN TN

o o

C L WW W L L I
V

C L C L
SR W W L L I

V V V V V

ϕ

ϕ ϕ

− − −

− − −

 
 
 +
 +∆
 
 

+ + ≤
− −∆ +∆

+ +

    （4） 7
min

DS

C TL

ISR
C C

≤
+

， 6 7 6 7TL L db db gd gdC C C C C C= + + + +  

1 1 1 1 1 1
min 7 8 7 8 8 min 7 8 7 8 81

2

1 1 1
min 3 5 8 5 8 8 min1 1

2 2

2( )
( )

(1 )
2

2
(1 ) (1 )

2 2

jdwn jdwp d
DS C L DS

DD SS

o

jn d jdwn jp d jdwp
ox D DS ox D

DD SS DD SS

o o

C C L
SR W WL L I C SR C W WL L I

V V

C L C C L C
SR C L WW WLL I SR C L

V V V V

ϕ

ϕ ϕ

− − − − − −

− − −

+
+ + +

−
+

  
  + + + + +
 − −

+ + 
  

1 1
8 7 8 8 1DSWL L I− −




  ≤
 
 



 

静态功耗约束 （5） 1 1 1 1
5 8 5 8 8 7 8 7 8 8 8

,max

( ) ( ) 1dd ss
DS DS DS

static

V V WW L L I WW L L I I
P

− − − −−
+ + ≤  
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噪声约束  （6） 2 2
, maxn inS S

f
α β= + ≤  

1 1 1 2 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
1 1 1 1 3 1 5 8 1 5 8 82 2 2

max max max

1 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
1 3 5 8 1 3 5 8 82 2

max

2 2 16
3

16
1

3

fp fn n
DS

ox ox p p ox

n
DS

p ox

K K KTW L W LL W W W L L L I
C S f C S f S C

KT
W W W W LL L L I

S C

µ
µ µ

µ

µ

− − − − − − − −

− − − − −

+ +

+ ≤
 

共模抑制比约束 （7）

min
20

0.5 0.5 1 0.5 0.5 1
1 3 5 8 1 3 5 8 8

10 ( )
1

4

CMRR

n p p
DS

ox n p

W W WW L L L L I
C

λ λ λ
µ µ

− − − −⋅ +
≤  

负电源抑制比约束（8）

min
20

0.5 0.5 1 0.5 0.5 1
1 3 5 8 1 3 5 8 8

10 ( )
1

4

nPSRR

n p n
DS

ox n p

W W WW L L L L I
C

λ λ λ
µ µ

− − − −+
≤  

共模输入最小值 （9） 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
3 5 8 3 5 8 8

,min

1 1 1DS
cm TP TN SS n ox

W W W L L L I
V V V V Cµ

− − −⋅ ≤
− − −

 

共模输入最大值 （10） 

0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
1 5 8 1 5 8 8 8 8 8

,max ,max

1 1 1 2 1DS DS
DD cm TP p ox DD cm TP p ox

W W W L L L I W L I
V V V C V V V Cµ µ

− − − −⋅ + ⋅ ≤
− + − +

 

输出最小值  （11） 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
3 5 8 3 5 8 8

,min

1 1 1DS
out SS n ox

W W W L L L I
V V Cµ

− − −⋅ ≤
−

 

输出最大值  （12） 0.5 0.5 0.5
8 8 8

,max

1 2 1DS
DD out p ox

W L I
V V Cµ

−⋅ ≤
−

 

有效栅源电压约束（13） 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
,min 1 5 8 1 5 8 8 1overdrive p ox DSV C W W W L L L Iµ − − − −⋅ ≤  

（14） 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
,min 3 5 8 3 5 8 8 1overdrive n ox DSV C W W W L L L Iµ − − − −⋅ ≤  

（15） 0.5 0.5 0.5
,min 8 8 8 1

2
p ox

overdrive DS

C
V W L I

µ − −⋅ ≤  

尺寸约束  （16－20） 1
min 1iW W − ≤  

（21－25） 1
max 1iW W− ≤  

（26－30） 1
min 1

i
L L− ≤  

（31－35） 1
max 1iL L− ≤   1,3,5,7,8i = （15－34） 



博士生学位专业课程—VLSI 设计方法  作者：唐长文 

 37

相位裕量约束 （36）
2 3 4min

57.3 [( ) ( ) ( )] 1
90

u u u

p p pPM
ω ω ω
ω ω ω

+ + ≤
°−

 

第二极点

2

1

1 1 1
2

6 6

1 1

( )
m

u C m C TL TL

m Cp m C

C TL C TL

g
C g C C C C C
g C g C

C C C C C C

ω
ω

+ +
= = ⋅

+ +

 

1 11 1
2

6 6

m mTL TL

m C m C

g gC C C C
g C g C

+
= ⋅ + ⋅  

其中 1 6 2 4 2 4gs db db gd gdC C C C C C= + + + +  

2 2 4 4
6 6 6 2 41 1

2 2

(2 ) (2 )2
3 (1 ) (1 )

jp d jdwp d jn d jdwn d
ox D ox ox D ox D

DD TN SS TN

o o

C L W C L W C L W C L W
W L C W L C C W L C W L

V V V V V V
ϕ ϕ

+ + + +
= + + + + +

− −∆ − +∆
+ +

6 6 6 2 41 1 1 1
2 2 2 2

2 22
3

(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

jp d jdwp jn d jdwn jdwp d jdwn d
ox D ox ox D ox D

DD TN SS TN DD TN SS TN

o o o o

C L C C L C C L C L
WLC WL C C L W C L W

V V V V V V V V V V V V
ϕ ϕ ϕ ϕ

   
   + +   = + + + + + + +
   − −∆ − +∆ − −∆ − +∆

+ + + +   
   

6 7 6 7TL L db db gd gdC C C C C C= + + + +  

6 6 7 7
6 71 1

2 2

61 1
2 2

(2 ) (2 )

(1 ) (1 )
2 2

2( )
( )

(1 ) (1 ) (1
2 2

jn d jdwn d jp d jdwp d
L ox D ox D

DD SS DD SS

o o

jdwn jdwp d jn d jdwn jp d jdwp
L ox D

DD SS DD SS DD

o o

C L W C L W C L W C L W
C C W L C W L

V V V V

C C L C L C C L C
C C L W

V V V V V

ϕ ϕ

ϕ ϕ

+ + + +
= + + + +

− −
+ +

 
 + + + = + + + +
 − − −

+ + + 
 

71
2)

2

ox D
SS

o

C L W
V

ϕ

 
 
 +
 
 
 

1 1

6

m TL

m C

g C C
g C

+
⋅ 项有一下 7 项多项式： 

z 

251
6 6 6 6 6 6

1 51

26 3 7

3 7

2 2( )
3 3

4 ( )

pox D ox ox D ox
m

m C C
n

WW
W L C W L C W L C W L CL Lg

g C CW W
L L

µ

µ

+ +
⋅ = ⋅

 

0.5 0.5 0.5 1.5 1 0.5 0.5 0.5 0.5 1
1 3 1 3 1 3 1 3

2
3

p p
ox C ox D C

n n

C W W L L C C L W W L L C
µ µ
µ µ

− − − −= ⋅ + ⋅  
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z 

2 21 1
2512 2

1 51

26 3 7

3 7

(1 ) ( ) (1 )

4 ( )

jp d jdwp jp d jdwp
ox D ox D

DD TN SS DD TN SS
p

o om

m C C
n

C L C C L C
C L W C L W

V V V V W V V V VW
L Lg

g C CW W
L L

µ
ϕ ϕ

µ

   
   + +   + +
   − −∆ − − −∆ −

+ +   
   ⋅ =  

1.5 0.5 1 0.5 0.5 1 1
1 3 5 7 1 3 5 71

2 4
(1 )

jp d jdwp p
ox D C

nDD TN SS

o

C L C
C L W W W W L L L L C

V V V V
µ
µ

ϕ

− − − − −

 
 + = +
 − − ∆ −

+ 
 

 

z 
4 41 1

2512 2

1 51

26 3 7

3 7

(1 ) ( ) (1 )

4 ( )

jn d jdwn jn d jdwn
ox D ox D

TN TN
p

o om

m C C
n

C L C C L C
C L W C L W

V V W V VW
L Lg

g C CW W
L L

µ
ϕ ϕ

µ

   
   + +   + +
   + ∆ + ∆

+ +   
   ⋅ =

 

0.5 0.5 1 0.5 0.5 1 1
1 3 5 7 1 3 5 71

2 4(1 )

jn d jdwn p
ox D C

nTN

o

C L C
C L W W W W L L L L C

V V
µ
µ

ϕ

− − − −

 
 + = +
 + ∆

+ 
 

 

z 

1 1 1 1
2512 2 2 2

1 51

26 3 7

3 7

2 2 2 2

( )(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

4 ( )

jdwp d jdwn d jdwp d jdwn d

DD TN SS TN DD TN SS TN
p

m o o o o

m C C
n

C L C L C L C L
WWV V V V V V V V V V V V

L Lg
g C CW W

L L

µ
ϕ ϕ ϕ ϕ

µ

+ +
− −∆ − +∆ − −∆ − +∆

+ + + +
⋅ = ⋅  

0.5 0.5 1 0.5 0.5 1 1
1 3 5 7 1 3 5 71 1

2 2

2 2
( )

4(1 ) (1 )

jdwp d jdwn d p
C

nDD TN SS TN

o o

C L C L
W W WW L L L L C

V V V V V V
µ
µ

ϕ ϕ

− − − − −= +
− −∆ − +∆

+ +
 

z 

1 1
2512 2

1 51

26 3 7

3 7

2( ) 2( )
( ) ( )

( )(1 ) (1 )
2 2

4 ( )

jdwn jdwp d jdwn jdwp d
L L

DD SS DD SS
p

m o o

m C C
n

C C L C C L
C C

WWV V V V
L Lg

g C CW W
L L

µ
ϕ ϕ

µ

+ +
+ +

− −
+ +

⋅ = ⋅  

0.5 0.5 1 0.5 0.5 1 1
1 3 5 7 1 3 5 71

2

2( )
( )

4(1 )
2

jdwn jdwp d p
L C

nDD SS

o

C C L
C W W WW L L L L C

V V
µ
µ

ϕ

− − − − −+
= +

−
+
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z 

6 61 1
2512 2

1 51

26 3 7

3 7

(1 ) ( ) (1 )
2 2

4 ( )

jn d jdwn jn d jdwn
ox D ox D

DD SS DD SS
p

o om

m C C
n

C L C C L C
C L W C L W

V V W V VW
L Lg

g C CW W
L L

µ
ϕ ϕ

µ

   
   + +   + +
   − −

+ +   
   ⋅ = ⋅  

0.5 0.5 0.5 0.5 1
1 3 1 31

2(1 )
2

jn d jdwn p
ox D C

nDD SS

o

C L C
C L W W L L C

V V
µ
µ

ϕ

− −

 
 + = + ⋅
 −

+ 
 

 

z 

7 71 1
2512 2

1 51

26 3 7

3 7

(1 ) ( ) (1 )
2 2

4 ( )

jp d jdwp jp d jdwp
ox D ox D

DD SS DD SS
p

o om

m C C
n

C L C C L C
C L W C L W

V V W V VW
L Lg

g C CW W
L L

µ
ϕ ϕ

µ

   
   + +   + +
   − −

+ +   
   ⋅ = ⋅  

0.5 0.5 0.5 0.5 1 1
1 3 5 1 3 5 71

2 4
(1 )

2

jp d jdwp p
ox D C

nDD SS

o

C L C
C L W W W L L L L C

V V
µ
µ

ϕ

− − − −

 
 + = + ⋅
 −

+ 
 

 

1 1
2

6

m TL

m C

g C C
g C

⋅ 项有一下 12 项多项式： 

z 

251
6 6 6 6 6 6

1 51
1 12 2

26 3 72 2

3 7

2 2( )
2( ) 2( )3 3( ) ( )
(1 ) (1 )4 ( )

2 2

pox D ox ox D ox
jdwn jdwp d jdwn jdwp dm

L L
m C CDD SS DD SS

n
o o

WW
WLC WL C WLC WL CC C L C C LL Lg C C

g C CV V V VW W
L L

µ

µ
ϕ ϕ

+ ++ +
⋅ + = ⋅ +

− −
+ +

 

0.5 0.5 0.5 1.5 2 0.5 0.5 0.5 0.5 2
1 3 1 3 1 3 1 31 1

2 2

2( ) 2( )2( ) ( )
3(1 ) (1 )

2 2

jdwn jdwp d p jdwn jdwp d p
L ox C L ox D C

n nDD SS DD SS

o o

C C L C C L
C C W W L L C C C L W W L L C

V V V V
µ µ
µ µ

ϕ ϕ

− − − −+ +
= + ⋅ + + ⋅

− −
+ +

 

z 

21 1
2512 2

1 51
1 12

26 3 72 2

3 7

(1 ) ( ) (1 )
2( ) 2( )

( ) ( )
(1 ) (1 )4 ( )

2 2

jp d jdwp jp d jdwp
ox D

DD TN SS DD TN SS
p

jdwn jdwp d jdwn jdwp do om
L L

m CDD SS DD SS
n

o o

C L C C L C
C L W C

V V V V W V V V VW
C C L C C LL Lg C C

g CV V V VW W
L L

µ
ϕ ϕ

µ
ϕ ϕ

 
 + + + +
 − −∆ − − −∆ −
+ + + + ⋅ + = +

− −
+ +

2

2

ox D

C

L W

C

 
 
 
 
 
   
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1.5 0.5 1 0.5 0.5 1 2
1 3 5 7 1 3 5 71 1

2 2

2( )
( )

4
(1 ) (1 )

2

jdwn jdwp d jp d jdwp p
L ox D C

nDD SS DD TN SS

o o

C C L C L C
C C L W W WW L L L LC

V V V V V V
µ
µ

ϕ ϕ

− − − − −

 
 + + = + +
 − − −∆ −

+ + 
 

 

z 

41 1
2512 2

1 51
1 12

26 3 72 2

3 7

(1 ) ( ) (1 )
2( ) 2( )

( ) ( )
(1 ) (1 )4 ( )

2 2

jn d jdwn jn d jdwn
ox D ox D

TN TN
p

jdwn jdwp d jdwn jdwp do om
L L

m CDD SS DD SS
n

o o

C L C C L C
C L W C L

V V W V VW
C C L C C LL Lg C C

g CV V V VW W
L L

µ
ϕ ϕ

µ
ϕ ϕ

   
   + +   + +
   +∆ +∆
+ +   + +   ⋅ + = +

− −
+ +

4

2
C

W

C

0.5 0.5 1 0.5 0.5 1 2
1 3 5 7 1 3 5 71 1

2 2

2( )
( )

4
(1 ) (1 )

2

jdwn jdwp d jn d jdwn p
L ox D C

nDD SS TN

o o

C C L C L C
C C L W W WW L L L LC

V V V V
µ
µ

ϕ ϕ

− − − −

 
 + + = + +
 − +∆

+ + 
 

 

z 

1 1 1
2512 2 2

1 51
1 12

26 3 72 2

3 7

2 2 2 2

( )(1 ) (1 ) (1 )2( ) 2( )
( ) ( )

(1 ) (1 )4 ( )
2 2

jdwp d jdwn d jdwp d j

DD TN SS TN DD TN SS
p

jdwn jdwp d jdwn jdwp dm o o o
L L

m CDD SS DD SS
n

o o

C L C L C L C
WWV V V V V V V V V V

C C L C C LL Lg C C
g CV V V VWW

L L

µ
ϕ ϕ ϕ

µ
ϕ ϕ

+ +
− −∆ − +∆ − −∆ −

+ + +
+ +

⋅ + = ⋅ +
− −

+ +

1
2

2

(1 )

dwn d

TN

o

C

L
V V

C
ϕ
+∆

+
 

0.5 0.5 1 0.5 0.5 1 2
1 3 5 7 1 3 5 71 1 1

2 2 2

2( ) 2 2
( )( )

4
(1 ) (1 ) (1 )

2

jdwn jdwp d jdwp d jdwn d p
L C

nDD SS DD TN SS TN

o o o

C C L C L C L
C W W WW L L L LC

V V V V V V V V
µ
µ

ϕ ϕ ϕ

− − − − −+
= + +

− − −∆ − +∆
+ + +

 

z 
251

6 6 6 6 6 6
1 51

6 61 12 2
26 3 72 2

3 7

2 2( )
3 3

(1 ) (1 )4 ( )
2 2

pox D ox ox D ox
jn d jdwn jn d jdwnm

ox D ox D
m C CDD SS DD SS

n
o o

WW
WLC WLC WLC WLCC L C C L CL Lg C L W C L W

g C CV V V VW W
L L

µ

µ
ϕ ϕ

   
   + ++ +   ⋅ + = ⋅ +
   − −
+ +   

   

 

0.5 1.5 1 0.5 1.5 1 2 0.5 1.5 1 0.5 0.5 1 2
1 3 5 7 1 3 5 7 1 3 5 7 1 3 5 71 1

2 2

4 2
3

(1 ) (1 )
2 2

jn d jdwn p jn d jdwn p
ox ox D C ox D ox D C

n nDD SS DD SS

o o

C L C C L C
C C L W W W WL L LL C C L C L W W W WL L LL C

V V V V
µ µ
µ µ

ϕ ϕ

− − − − − − − −

   
   + +   = + ⋅ + + ⋅
   − −

+ +   
   

 

z 21
2512

1 51
6 61 12

26 3 72 2

3 7

(1 ) ( ) (1

(1 ) (1 )4 ( )
2 2

jp d jdwp jp d jdwp
ox D

DD TN SS
p

jn d jdwn jn d jdwnom
ox D ox D

m CDD SS DD SS
n

o o

C L C C L C
C L W

V V V V W VW
C L C C L CL Lg C L W C L W

g CV V V VW W
L L

µ
ϕ

µ
ϕ ϕ

 
 + + +
    − −∆ −
+ +    + +    ⋅ + = +

   − −
+ +   

   

21
2

2

)
ox D

DD TN SS

o

C

C L W
V V V

C
ϕ

 
 
 +
 − −∆ −
 
 

 

1.5 0.5 0.5 0.5 2
1 3 1 31 1

2 2(1 ) (1 )
2

jn d jdwn jp d jdwp p
ox D ox D C

nDD SS DD TN SS

o o

C L C C L C
C L C L W W L L C

V V V V V V
µ
µ

ϕ ϕ

− −

  
  + +  = + +
  − − −∆ −

+ +  
  
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z 

41
2512

1 51
6 61 12

26 3 72 2

3 7

(1 ) ( ) (1 )

(1 ) (1 )4 ( )
2 2

jn d jdwn jn d jdwn
ox D

TN TN
p

jn d jdwn jn d jdwno om
ox D ox D

m CDD SS DD SS
n

o o

C L C C L C
C L W

V V W V VW
C L C C L CL Lg C L W CL W

g CV V V VW W
L L

µ
ϕ ϕ

µ
ϕ ϕ

 
 + + +
    +∆ +∆
+ +    + +    ⋅ + = +

   − −
+ +   

   

41
2

2

ox D

C

C L W

C

 
 
 +
 
 
   

0.5 1.5 0.5 0.5 2
1 3 1 31 1

2 2(1 ) (1 )
2

jn d jdwn jn d jdwn p
ox D ox D C

nDD SS TN

o o

C L C C L C
C L C L W W L L C

V V V V
µ
µ

ϕ ϕ

− −

  
  + +  = + +
  − + ∆

+ +  
  

 

z 
1 1

2512 2

1 51
6 61 12

26 3 72 2

3 7

2 2 2

( )(1 ) (1 ) (1

(1 ) (1 )4 ( )
2 2

jdwp d jdwn d jdwp d

DD TN SS TN DD
p

jn d jdwn jn d jdwnm o o
ox D ox D

m CDD SS DD SS
n

o o

C L C L C L
WWV V V V V V V

C L C C L CL Lg C L W C L W
g CV V V VW W

L L

µ
ϕ ϕ

µ
ϕ ϕ

+
   − −∆ − +∆

+ + +   + +   ⋅ + = ⋅ +
   − −+ +   
   

1 1
2 2

2

2

) (1 )

jdwn d

TN SS TN

o o

C

C L
V V V V V

C
ϕ ϕ

+
− −∆ − +∆

+  

0.5 0.5 0.5 0.5 2
1 3 1 31 1 1

2 2 2

2 2
( )

(1 ) (1 ) (1 )
2

jn d jdwn jdwp d jdwn d p
ox D C

nDD SS DD TN SS TN

o o o

C L C C L C L
C L W W L L C

V V V V V V V V
µ
µ

ϕ ϕ ϕ

− −

 
 + = + +
 − − − ∆ − + ∆

+ + + 
 

 

z 

251
6 6 6 6 6 6

1 51
7 71 12 2

26 3 72 2

3 7

2 2( )
3 3

(1 ) (1 )4 ( )
2 2

pox D ox ox D ox
jp d jdwp jp d jdwpm

ox D ox D
m C CDD SS DD SS

n
o o

WW
WLC WLC WLC WLCC L C C L CL Lg C L W C L W

g C CV V V VW W
L L

µ

µ
ϕ ϕ

   
   + ++ +   ⋅ + = ⋅ +
   − −
+ +   

   

0.5 0.5 0.5 1.5 2 0.5 0.5 0.5 0.5 2
1 3 7 1 3 1 3 7 1 31 1

2 2

2
3

(1 ) (1 )
2 2

jp d jdwp p jp d jdwp p
ox ox D C ox D ox D C

n nDD SS DD SS

o o

C L C C L C
C C L W W WL L C C L C L W W WL L C

V V V V
µ µ
µ µ

ϕ ϕ

− − − −

   
   + +   = + ⋅ + + ⋅
   − −

+ +   
   

 

z 
21

2512

1 51
7 71 12

26 3 72 2

3 7

(1 ) ( ) (1

(1 ) (1 )4 ( )
2 2

jp d jdwp jp d jdwp
ox D

DD TN SS
p

jp d jdwp jp d jdwpom
ox D ox D

m CDD SS DD SS
n

o o

C L C C L C
C L W

V V V V W VW
C L C C L CL Lg C L W C L W

g CV V V VW W
L L

µ
ϕ

µ
ϕ ϕ

 
 + + +
    − −∆ −
+ +    + +    ⋅ + = +

   − −
+ +   

   

21
2

2

)
ox D

DD TN SS

o

C

C L W
V V V

C
ϕ

 
 
 +
 − −∆ −
 
 

 

1.5 0.5 0.5 0.5 1 2
1 3 5 1 3 5 71 1

2 2 4(1 ) (1 )
2

jp d jdwp jp d jdwp p
ox D ox D C

nDD TN SS DD SS

o o

C L C C L C
C L C L W W W L L L L C

V V V V V V
µ
µ

ϕ ϕ

− − − −

  
  + +  = + +
  − − ∆ − −

+ +  
  

 

z 
41

2512

1 51
7 71 12

26 3 72 2

3 7

(1 ) ( ) (1 )

(1 ) (1 )4 ( )
2 2

jn d jdwn jn d jdwn
ox D

TN TN
p

jp d jdwp jp d jdwpo om
ox D ox D

m CDD SS DD SS
n

o o

C L C C L C
C L W

V V W V VW
C L C C L CL Lg C L W C L W

g CV V V VW W
L L

µ
ϕ ϕ

µ
ϕ ϕ

 
 + + +
    +∆ +∆

+ +    + +    ⋅ + = +
   − −

+ +   
   

41
2

2

ox D

C

C L W

C

 
 
 +
 
 
 
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0.5 0.5 0.5 0.5 1 2
1 3 5 1 3 5 71 1

2 2 4(1 ) (1 )
2

jp d jdwp jn d jdwn p
ox D ox D C

nDD SS TN

o o

C L C C L C
C L C L W W W L L L L C

V V V V
µ
µ

ϕ ϕ

− − −

   
   + +   = + +
   − + ∆

+ +   
   

 

z 1 1
2512 2

1 51
7 71 12

26 3 72 2

3 7

2 2 2

( )(1 ) (1 ) (1

(1 ) (1 )4 ( )
2 2

jdwp d jdwn d jdwp d

DD TN SS TN DD
p

jp d jdwp jp d jdwpm o o
ox D ox D

m CDD SS DD SS
n

o o

C L C L C L
WWV V V V V V V

C L C C L CL Lg C L W C L W
g CV V V VW W

L L

µ
ϕ ϕ

µ
ϕ ϕ

+
   − −∆ − +∆

+ + +   + +   ⋅ + = ⋅ +
   − −

+ +   
   

1 1
2 2

2

2

) (1 )

jdwn d

TN SS TN

o o

C

C L
V V V V V

C
ϕ ϕ

+
− −∆ − +∆

+  

0.5 0.5 0.5 0.5 1 2
1 3 5 1 3 5 71 1 1

2 2 2

2 2
( )

4
(1 ) (1 ) (1 )

2

jp d jdwp jdwp d jdwn d p
ox D C

nDD SS DD TN SS TN

o o o

C L C C L C L
C L W W W L L L L C

V V V V V V V V
µ
µ

ϕ ϕ ϕ

− − − −

 
 + = + +
 − − −∆ − +∆

+ + + 
 

 

第三极点

3

1

1 2

3 3

2

m

u C m

mp m C

g
C g C
g g C
C

ω
ω

= = ⋅  

其中 2 3 4 1 3 1gs gs db db gdC C C C C C= + + + +  

3 3 3 1 31 1 1 1
2 2 2 2

2 24 2 ( )
3 (1 ) (1 ) (1 ) (1 )

jp d jdwp jn d jdwn jdwp d jdwn d
ox D ox ox D

DD TN SS TN DD TN SS TN

o o o o

C L C C L C C L C L
WLC WL C C L W W

V V V V V V V V V V V V
ϕ ϕ ϕ ϕ

 
 + + = + + + + + +
 − −∆ − +∆ − −∆ − +∆

+ + + + 
 

 

共有 5 项 

z 

1
3 3 3 3 3 3

11

3 3

3

4 42 2
3 3

pox D ox ox D ox
m

m C C
n

W
W L C W L C W L C W L CLg

g C CW
L

µ

µ

+ +
⋅ =  
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